Profesor 
Alberto Villanueva 


GEOMETRÍA 


UP( 


> 


Pe INTRODUCCIÓN 


SUPERFICIE GENERADA POR UN SEGMENTO 


El área de la superficie generada por un segmento que gira una vuelta alrededor de un eje coplanar y no secante 
al segmento; es igual al producto de las longitudes de la circunferencia con centro en el eje, tangente en el 
punto medio del segmento y la proyección ortogonal del segmento sobre el eje. 
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O SUPERFICIE GENERADA POR UNA POLIGONAL REGULAR 


ACADEMIA 


TEOREMA DE ARQUÍMEDES.- 


El área de la superficie generada por la rotación de una poligonal regular al girar 360* alrededor de un eje coplanar 
que contiene al centro y no secante a la poligonal regular, es igual al producto de la longitudes de la circunferencia 
de radio congruente al apotema de la poligonal regular y la proyección ortogonal de la poligonal sobre el eje. 


BAM SUPERFICIE ESFÉRICA 


ACADEMIA 


Es aquella superficie generada por una semicircunferencia 
al girar 360* en tono a su diámetro. 


Circunferencia menor 


Plano secante 


Á(sE) = 47 R? 


Asg: Área de la Superficie Esférica. 


Nota: Si el plano H es tangente a la superficie esférica 


Plano 


Circunferencia tangente 
Máxima 


BAM HUSO ESFÉRICO 


ACADEMIA 


Es la porción de superficie esférica comprendida entre dos 
semicircunferencias máximas del mismo diámetro. 


A r T R2 qe 
generadora = ———— 
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90° 


A ¡g: Área del Huso Esférico. 


a : Medida del ángulo del huso o ángulo de giro 


Eje de giro 


BRA ZONA ESFÉRICA 


ACADEMIA 


Es la porción de superficie esférica comprendida entre dos circunferencias 
determinadas por dos planos paralelos y secantes a la superficie esférica. 


Arco 
generador 
Á(zE) = 2TRh 
east 
a Ax : Área de la Zona Esférica 


Eje de giro 


RAM CASQUETE ESFÉRICO 


ACADEMIA 


Es la porción de superficie esférica que se determina 
por un plano secante a ella. 
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4 A ce : Area del Casquete Esférico 


Arco 
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Eje de giro 


SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 


Definición.- Se denomina sólido de revolución al sólido generado al girar una vuelta una 
región plana alrededor de un eje coplanar y no secante a la región plana. 


L 
360° 


Sólido de 
revolución 


Eje de 
giro 


MEA SÓLIDO GENERADO POR UNA REGIÓN TRIANGULAR 


ACADEMIA 


El volumen del sólido generado por una región triangular al girar una vuelta alrededor de un eje 
coplanar que contiene sólo a un vértice; es igual, a un tercio del producto del área de la superficie 
generada por el lado opuesto a dicho vértice y la longitud de la altura correspondiente a este lado. 


SÓLIDO GENERADO POR UNA REGIÓN TRIANGULAR 


TEOREMA DE ARQUÍMEDES.- 


El volumen del sólido generado por un sector poligonal regular al girar una vuelta alrededor de un eje coplanar no secante 
a la poligonal regular y que contiene al centro, es igual a los dos tercios del producto del área del círculo cuyo radio es 
congruente al apotema de la poligonal regular y la longitud de la proyección ortogonal de la poligonal sobre el eje. 


Es aquel sólido generado por un semicírculo al girar 360", 
en torno a su diámetro. 


Semicirculo 
generadora 


Circunferencia menor 4 
Plano secante V =-rmR? 


Plano 
Circunferencia tangente 
Máxima 


Eje de giro 


RAM CUNA ESFÉRICA 


ACADEMIA 


Es aquella porción de esfera que está limitada por dos semicírculos esféricos 
máximos que tienen el diámetro en común y por el huso esférico correspondiente. 


Semicirculo 
generadora 


E TR? 
CE = 270% 


(e) 


Vez : Volumen de la cuña esférica. 


a : Medida del ángulo de la cuña o ángulo de giro. 


Eje de giro 


BAN SECTOR ESFÉRICO 


ACADEMIA 


Es aquel sólido generado por un sector circular al girar 360° 
en torno a un diámetro del círculo correspondiente, estando 
el sector en un mismo semiplano respecto del eje de giro. 


Sector Circular 


generador 2 
=Z 2 
360° Voz = zR h 


Vse : Volumen del sector esférico 


h : Longitud de la proyección ortogonal 
del arco AB sobre el eje de giro. 


Eje de giro 
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RAM ANILLO ESFÉRICO 


ACADEMIA 


Es el sólido generado por un segmento circular al girar 360° 
entorno a un diámetro del círculo correspondiente, estando el 
segmento circular en un mismo semiplano respecto del eje de giro. 


Segmento Circular 
generador 


AX 


Eje de giro 


y m. £2h 
A 


V ag : Volumen del anillo esférico. 


h : Longitud de la proyección ortogonal 
del arco AB sobre el eje de giro. 


t: Longitud de la cuerda AB. 


BRA SEGMENTO ESFÉRICO DE DOS BASES 


ACADEMIA 


Es la porción de esfera comprendida entre dos 
planos paralelos entre si y secantes a la esfera. 


nh? nhir? +r? 
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(SE) 6 > 


Vse: Volumen del segmento esférico de dos bases. 


h : Distancia entre los planos paralelos. 


IZ SEGMENTO ESFÉRICO DE UNA BASE 


ADEMIA 


Es aquella porción de esfera determinada por un plano secante a ella. 


V se : Volumen del Segmento Esférico de una base 


EN TEOREMA DE PAPPUS - GULDIN 


CADEMIA 


Superficie de Revolución 


El área de la superficie generada por una línea plana al girar 360* en torno 
a una recta coplanar y no secante a dicha línea es igual al producto de las 
longitudes de la línea y de la circunferencia que describe su centroide. 


Corte de la Superficie 
Generada 


Asc = 2TLX 


A sa: Área de la superficie generada. 
L : Longitud de la línea AB 
C : Centroide de la línea AB 


X : Radio de la circunferencia descrita por el centroide. 


Eje de giro 


EZRA SÓLIDO DE REVOLUCIÓN 


ADEMI 


El volumen del sólido generado por una región plana al girar 360* en torno a 
una recta coplanar y no secante a dicha región es igual al área de la región 
multiplicada por la longitud de la circunferencia que describe su centroide 


Corte del Solido 
Generado 


Vcg = 27 AX 


Vse : Volumen del sólido generado. 
A : Área de la región generadora. 


C : Centroide de la región generadora. 


X : Radio de la circunferencia descrita por el centroide. 


Eje de giro 


EJEMPLOS 


1. Calcule el radio de la esfera inscrita en un cono equilátero de altura 9. 


a) 3 b) 2 c) 1 d) 4 e) 5 
RESOLUCION En el cono equilátero la vista frontal o sección axial es un triángulo equilátero 
, T V 
V O es baricentro del triángulo AVB 
VO = 2 O0’ 
VO = 2R 


Del dato: VO’= 9 
3R=9 
R=3 


EJEMPLOS 


Calcule el volumen del sólido generado por la RESOLUCIÓN: 
región sombreada al girar 360° alrededor del 
eje. Si: AE=5 dm, FB=3 dm y EF=2 dm. 


A, 
B F A 
A E | 
O : 
10671 
het 
a) 106 z dm? b) 106 z dm? 
5 3 
c) 108 n dm? ¿216 n dm? 
3 5 
e) =% n dm? 


EJEMPLOS 


El área de una cuña esférica de 20%es 11rtu?. Calcule el volumen de dicha cuña. 


a)2 nu? b)3nu?* c)4nu? d)nu? e)5nu? 


RESOLUCIÓN: 
Áreacuña = 2.Área semicírculo + Área huso 


2TTR? P TR?2.200 
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EJEMPLOS 


Calcule el volumen del sólido generado por la región de un triángulo equilátero de lado “a” al girar 
alrededor de uno de sus lados. 


ma? ma? ma? ra? 3ma? 
a ES NES E 17, 
RESOLUCIÓN: 


Y 360° 


Por el teorema de Pappus-Guldin: 


Varc= 2T. GH. Árearsc 


V3 az 
Virc= 2T. A A == 


_ ra? 
Vanc= 7 


a EJEMPLOS 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: 
Calcule el volumen generado por la 


región sombreada al girar 360* sobre 
AC, si ABC es un triángulo equilátero 


VSoMBREADO= Vac - Vamm 


de lado 5. 
3a 
_ ras 1 ,ayV3,7 a 
VSoOMBREADO= a a a ) “4 
E 
_ 157a? 
VSOMBREADO= NE 
A M B M y B 
15753 
1875 1975 1475 Para a=5: V. == 
a) a * b) ET c) a” SOMBREADO” "¿q 
da Br oIa V. _ 18757 
34 24 SOMBREADO” “¿q 
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E EJERCICIOS 


1. Calcule el área de un casquete esférico generado por un arco cuya cuerda mide “a”. 
a) ma? b) ma?/2 c) 2ra? d) 3ra? e) 3ra*/2 


RESOLUCIÓN 


SCASQUETE AB = ZTR. h 


En el h ABC por relaciones métricas: 


AB? = AC.AH 
AB?*=2R.h 
T Reemplazando: 


SCASQUETE AB = ZTR. h 


SCASQUETE AB TL. AB? 


2 
SCASQUETE AB = T. A 


AA EJERCICIOS 


ACADEMIA 


2. Una esfera es cortada por un plano en dos casquetes cuyas superficies están en la relación de 4 a 5; la cuerda del 
arco generador del casquete menor es de 60 m. Calcular la longitud del radio de la esfera. 


a) 15m b) 30 c) 36 d) 45 e) 48 
RESOLUCIÓN Dtos Aeee 
A ; 
SCASQUETEAB _ 4 : SCASQUETE AB z4 
SCASQUETEBC 5 SS.ESFERICA 9 
4SS.ESFERICA 
y SCASQUETE AB = HA 
B 
2 _ 44TR? 
TT. AB* = a 
7. (60m)? = 4412 


2 _ 16.R? 
(60m) a 


60m =£ 
3 


R = 45m 


3. Calcule el radio de la esfera circunscrita al octaedro regular de arista “a”. 


a) aV2/2 b) aV2/3 c) aV2/4 d) aV2/5 e) av2/6 
RESOLUCIÓN 


Si la superficie esférica está circunscrita al octaedro regular 
entonces contiene a los vértices del octaedro. 


AC =BD= PQ=2R 
2R = av2 


av2 
2 


R= 


A EJERCICIOS 


ACADEMIA 


4. En una superficie esférica se traza un plano secante que lo divide de tal manera que un casquete 
es tres veces mayor que el otro. Calcule la razón entre las alturas de dichos casquetes. 


RESOLUCIÓN 


Sabemos: S=2í.R.AH 


S 


4S = 2 T. R. HC 


Dividiendo: $ _27.R. AH 
4S 2m.R.HC 


A 


H 


E 


eI. 
O 


4S 


EJERCICIOS 


5. ¿Cuántas veces es mayor la distancia desde un punto luminoso hasta el centro de una esfera, que el radio de esta, 
si el área de la parte iluminada de la esfera es dos veces menor que esta sombra? 


a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 6 


RESOLUCIÓN 


e AA 
Por propiedad: 2 AC 


1 AH 
“--— ææ  AH=n HC = 3n 
3 HC ý 


Enel h THO notable : m<HOT = 60° 


En el h PTO notable: PO = 2 . TO 
C 


PO = 2 Radio 


3S 


PO es una vez mayor que el Radio 


AA EJERCICIOS 


ACADEMIA 


6. Calcule el área de la superficie esférica de una esfera inscrita en un cono equilátero de 6481ru* de volumen. 
a) 184 ru? b) 178 mu? c) 164 ru? d) 158 mu? e) 144 ru? 


RESOLUCIÓN o 
En el cono equilátero: g = 2r y VO'= rV3 


V Del dato: V¿oyo = 648 mtu’ 


1 
Sabemos: Vcono =3Ttr?. r3 


Enr? rV3 = 648 mu? 


r = 6V3 


Enel ha 00'B: R=6 


e 2 

B Ss.ESFERICA 7 ATR 
2 2 

SS. ESFERICA = 4TÓ 


e 2 
Ss EsreRIca = 144r u 


A EJERCICIOS 


tt lA 


7. Del gráfico, calcule el área generada por AB cuando gira alrededor de "L". RESOLUCION 
a) 8n b) 97 c) 107 
d) T27 e) 137 


Por propiedad de relaciones métricas: AB= 2 4/3. (1) = 2 V3 


Por propiedad de la tangente: AM=MB=MT= V3 


Por teorema: Sig = 27 .MT. AB 


SAB = 21 N3: 243 


SAB = 127m 


EJERCICIOS 


8. Calcule el volumen generado por RESOLUCIÓN: 
la región sombreada al girar 3602 
alrededor de "L". 


(y) 


48 703 78 293 52 73 
a) 37 FR b) 77T R C) ZF R 


VsoMBREADO= VcírcuLo 3R ` VYCÍRCULO R 


d) BRR e) 52?R? 
VSOMBREADO= 20. 3R. 1. (3R)? - 2m. R. Tl. R? 


_ 2 p3 
VsomBreapo" 92 TT9R 


RA EJERCICIOS 


ACADEMIA 


9. Determine la distancia del centro de gravedad de un cuarto de círculo AOB hacia OB, siendo: AO=0B=6711 . 
a) 4 b) 6 c)8 d) 4,5 e) 6,5 


RESOLUCIÓN: 


G es el centro de gravedad o baricentro del cuarto de círculo AOB 


G se encuentra en la recta de simetría del cuarto de círculo AOB 


Al girar el cuarto de círculo se genera una semiesfera 


Vaio = VSEMIESFERA 


z V 
2rTxÁrearog = -o 
TR? 2 
21x.— = nR? 
4 3 
_ AR 
y 3T 
Dato: R = 677 
_ 4(6T) 
3T 


AA EJERCICIOS 


ACADEMIA 


RESOLUCIÓN: 


10. Del gráfico, calcule la relación de 
volúmenes que genera al rotar 360” la 


región sombreada sobre los ejes "y", "x". 


R —=>4—R —=>| X 


Vy z VE.MAYOR a VE.MENOR 
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